Chapitre : Exercices sur le calcul différentiel

1 Limite en un point

Exercice 1 " Diverses limites —

Les fonctions suivantes ont-elles une limite (finie) en (0,0) ?

. 2.2
L f(xy) = (x+y)sin (,@‘Tyz> 2. flxy) =170
—+y
Fley) = 52 4. f(xy)= 7%
5. flay) =32
‘ XY) =2
Indication V¥ Correction V¥ [38]
Exercice 2 " w % Diverses limites —
Les fonctions suivantes ont-elles une limite en 1’origine ?
2,2 ) )
—1 sin(x sin 1—cos
1 f ) = S i SUCESIOT) )y = L C08)
x Va2 +y? xy
4 3.4
Xy Xy
3. = — 4. = —"—.
f(x,y) P fx,y) g
Indication V¥V Correction V¥ [40]

Exercice 3 "ww '  Limite d’une fonction de trois variables —

Déterminer si les fonctions suivantes admettent une limite en (0,0,0), et éventuellement la déterminer.

xXy+yz

1. )= ——

flxya) x2 42y + 322
2. £ R3\{(0,0,0)} - R, ( )%7”12

. : bl ) ) x7 b ;

P A S
Ayt 3..2,.2 2

3gU—>R, (X,y,Z)%m,OUU:{(X,y,Z)ER L X +y —Z #O}
Indication ¥V Correction V [3607]

2 Dérivées partielles, fonctions de classe %!

Exercice 4 " Calcul de dérivées partielles —

Justifier I’existence des dérivées partielles des fonctions suivantes, et les calculer.
1. f(x,y) = e“cosy.
2. f(x,y) = (¥ +y*) cos(xy).

3 f(ry) = T+ 202,

Indication ¥V Correction Vv [46]

Exercice 5 "% Composition —

Soit f: R? — R une fonction de classe C'.

1. On définit g : R — R par g(t) = f(2+2¢,¢%). Démontrer que g est C' et calculer g’(¢) en fonction des
dérivées partielles de f.

2. On définit 2 : R? — R par h(u,v) = f(uv,u® +v?*). Démontrer que h est C' et exprimer les dérivées
partielles % et % en fonction des dérivées partielles % et g—f

Indication ¥V Correction V [47]


https://bibmath.net/ressources/index.php?action=affiche&quoi=mathspe/feuillesexo/calculdiff&type=fexo

Exercice 6 " Regle de la chaine et primitive —

Xty
Soit ¢ : R — R une fonction continue. Démontrer que la fonction u définie sur R? par u(x,y) = / o(t)dt
x=y

est de classe €' et calculer ses dérivées partielles.
Indication V¥ Correction ¥ [3608]

Exercice 7 "% Continue et pas de dérivées partielles —
On définit £ : R%\{(0,0)} — R par

x2

(x2+y2)3/4°

Justifier que ’on peut prolonger f en une fonction continue sur R2. Etudier I’existence de dérivées partielles
en (0,0) pour ce prolongement.

Indication ¥V Correction V¥ [49]

flxy) =

Exercice 8 "% Intégrale a parametres avec borne qui varie —

Soit / et J deux intervalles (non réduits a un point) et f : I x J — R une fonction telle que
pour tout t € I, x — f(¢,x) est de classe ¢! sur J, pour tout x € J, t — f(¢,x) est continue sur I.
On fixea € I et b: J — I dérivable. Justifier que la fonction

O:x— /b(X) f(t,x)dt

est dérivable sur J et déterminer sa dérivée.
Indication ¥V Correction V¥ [3616]

Exercice 9 i w  Exemples —

Démontrer que les applications f :>— suivantes sont de classe C' sur R?.

L f(x,y) = 212 si (x,y) # (0,0) et £(0,0) =0;
2. f(x,y) =y In(x +y) si (x,y) # (0,0) et £(0,0) =0.
Indication V¥ Correction V¥ [51]
Exercice 10 "  Exemples —
Les fonctions suivantes, définies sur R2, sont-elles de classe C' ?
22

L () = ¥ g2 81 () # (0,0) et £(0,0) =0

3.3
2. f(1y) = Ty s (03) # (0.0) et £(0,0) = 03

1
3. f(x,y) =e <07 si(x,y) #(0,0) et £(0,0) =0.
Indication V¥V Correction Vv [116]
Exercice 11 "« %% Primitivation —

Déterminer toutes les fonctions f : R — R de classe C! solutions des systémes suivants :

8f _ 2 af _ X af — 2

- = Xy - = €Yy 5o & XY
1 ox 5 ox 3 ox

ﬂ = ﬂ = e'+2 g = x?

dy ' dy ' dy '



Indication ¥V Correction V [118]

3 Différentielle

Exercice 12 "« Matrices jacobiennes —

Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables, et calculer leur matrice jacobienne.

1
L f(x,y,2) = (2(x2—z2),sinxsiny) .

2. f(x,y) = <xy, %x2+y7ln(1 +x2)> .

Indication ¥V Correction V [132]

Exercice 13 " Différentielle d’une composée —

Soit f : R? — R définie par f(x,y) = sin(x? —y?) et g : R?> — R? définie par g(x,y) = (x +y,x — ).

1. Justifier que f et g sont différentiables en tout vecteur (x,y) € R?, puis écrire la matrice jacobienne de f
et celle de g en (x,y).

2. Pour (x,y) € R?, déterminer I'image d’un vecteur (u,v) € R? par I’application linéaire d(f og)((x,y)) en
utilisant les deux méthodes suivantes :

en calculant f o g; en utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.

3. en calculant fog;

4. en utilisant le produit de deux matrices jacobiennes.

Indication V Correction V [2539]

Exercice 14 '« Différentiable ? —

On définit sur > I’application suivante :

Flxy) = { T SN #00)
0 i .

1. f est-elle continue en (0,0) ?
2. f admet-elle des dérivées partielles en (0,0)?
3. f est-elle différentiable en (0,0)?

Indication V¥ Correction V [129]

Exercice 15 "« Différentielle d’une composée et produit scalaire —

Soit f : R" — R” une application différentiable. Calculer la différentielle de u : x — (f(x), f(x)).
Indication V¥ Correction ¥ [3014]

Exercice 16 "« Différentielle de la fonction carré d’une matrice —

Soit f : M, (R) — .4,(R) définie par f(M) = M>. Justifer que f est de classe €' et déterminer la différen-
tielle de f en tout M € ., (R).

Indication ¥V Correction V [133]

Exercice 17 "« Différentiabilité de la norme euclidienne —

Soit E un espace euclidien non réduit a {0}. On note || - || la norme euclidienne.
1. Démontrer que || - || est différentiable sur E\{0} et déterminer sa différentielle d|| - || (a) en chaque point
a € E\{0}.

2. Démontrer que || - || n’est pas différentiable en 0.



Indication ¥V Correction V [3602]

Exercice 18 " ww  Différentielle de la fonction inverse d’une matrice —

Soit ¢ : GL,(R) — GL,(R),M +— M~".

1. Démontrer que ¢ est différentiable en I, et calculer sa différentielle en ce point.

2. Méme question en M € GL,(R) quelconque.

Indication V¥ Correction V [134]

Exercice 19 "« Différentielle sur un espace de polynomes —

On munit £ = R, [X] de la norme ||P[| = sup,¢[o 1 [P(t)]. Soit ¢ : E - R, P Jo (P(t))3dr. Démontrer que
¢ est différentiable sur E et calculer sa différentielle.

Indication V¥ Correction V¥ [135]

4 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Exercice 20 "= EDP dans le bon sens —

Etant données deux fonctions g et g; d’une variable réelle, de classe C2 sur , on définit la fonction f sur
X par
fley) =0 () +xe1 (2)
b by
Justifier que f est de classe C2, puis prouver que

2% f 9% f 9% f
2 2 _
X 55 (e y) +2xy axay(x,y)ﬂ 2y (x,y) =0.

Indication ¥V Correction V [122]

Exercice 21 "% Contre-exemple de Peano —
Pour (x,y) # (0,0), on pose

K2y

x2+y2

flx,y) =xy

1. f admet-elle un prolongement continu a R? ?

2. f admet-elle un prolongement C' 2 R??

3. f admet-elle un prolongement C2 3 R??

Indication V Correction V¥ [120]

Exercice 22 "% Laplacien d’une fonction radiale —

Soit f :]0, +oo[— R de classe €. On note U = R*\{(0,0,0)} et g: U — R, (x,y,2) = f(1/x2+y2+72).
Justifier que g est de classe C? sur U et que, pour tout (x,y,z) € U, on a, en notant p = /x2 +y2 + 72,

M@md=ﬂ@ﬂif@)

ou Ag désigne le laplacien de g.
Indication V Correction V [3606]

Exercice 23 "ww W Fonctions homogeénes —

Soit f une application de classe C' de 2 dans et r €. On dit que f est homogene de degré r si

Y(x,y) €2, ¥t >0, f(tx,ty) =1 f(x,y).



1. Montrer que si f est homogene de degré r, alors ses dérivées partielles sont homogenes de degré r — 1.
2. Montrer que f est homogene de degré r, alors pour tout (x,y) € R?, on a

d d
V() € x50 0) 435 (1) = rf ).

Cette relation s’appelle la relation d’Euler.

3. Réciproquement, on suppose que f vérifie la relation d’Euler, on fixe (x,y) € R? et pour ¢ > 0, on pose
9(1) = f(tx,1).

Former une équation différentielle vérifiée par ¢. En déduire que f est homogene de degré r.

4. Former une équation différentielle vérifiée par ¢.

5. En déduire que f est homogene de degré r.

6. On suppose que f est de classe C2. Montrer que :

J 82f 282]‘ B
x W(x,y)+2xyaxay+y 7 =r(r—1)f(x,y).

Indication ¥V Correction V [121]

5 FEquations aux dérivées partielles

Exercice 24 "« EDP linéaire du premier ordre —

On cherche a résoudre 1’équation aux dérivées partielles suivante :

af df
25—87_0

ol f est une fonction inconnue de classe ¢! sur R.
1. Soita,b,c,d € R tels que ad — bc # 0. On pose @ (x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (ax+ by,cx+dy) qui est une
bijection de R? dans R? et pour (u,v) € R?,

F(M,V) = fo¢_l (M,V)
de sorte que, pour tout (x,y) € R?,
f(x,y) =Fo¢(x,y) = F(ax+by,cx+dy).

Former une équation aux dérivées partielles vérifiée par F.
2. En choisissant astucieusement les réels a, b, c,d, déterminer F puis f.
Indication V Correction ¥ [3614]

Exercice 25 w7  Avec un second membre —

On cherche toutes les fonctions f :>— vérifiant :

df df
— — = =8x+16y.
dx dy Y
Résoudre cette équation aux dérivées partielles en utilisant le changement de variables u = x+yetv =x—y.
Indication V Correction V [123]
Exercice 26 "% Applications dont la Hessienne est constante —

Déterminer toutes les applications f : R? — R dont la matrice hessienne est constante, ¢’est-a-dire pour
lesquelles il existe des constantes a, b et ¢ telles que

9’f I

o, 0t ’f _
oz @ 2yr

oxdy

bet c.



Indication ¥V Correction V [3597]

Exercice 27 7w Equation des cordes vibrantes —

Soit ¢ # 0. Chercher les solutions de classe C? de I’équation aux dérivées partielles suivantes
2P
dx2  dr?’

a I’aide d’un changement de variables de la forme u = x+at, v =x+ bt.
Indication V¥ Correction V¥ [126]

Exercice 28 "% Fonctions harmoniques —

Une fonction f : U — R de classe C?, définie sur un ouvert U de R?, est dite harmonique si son laplacien
est nul, ie si
9*f  9*f 0
ax2 Iy
Dans toute la suite, on fixe f une fonction harmonique.

1. On suppose que f est de classe C3. Démontrer que %, 3—]; et x% + y% sont harmoniques.

2. On suppose désormais que f est définie sur R?\{(0,0)} est radiale, c’est-a-dire qu’il existe ¢ : R* — R
de classe C? telle que f(x,y) = @(x*> +y?). Démontrer que ¢’ est solution d’une équation différentielle linéaire
du premier ordre.

3. En déduire toutes les fonctions harmoniques radiales.

Indication V¥ Correction V¥ [127]
6 Extrema
Exercice 29 " DL al’ordre deux —

Ecrire le développement limité a I'ordre 2 en a = (—1,2) de f: R?> = R, (x,y) — x%y>.
Indication ¥ Correction ¥ [3601]

Exercice 30 "« Extrema locaux —

Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes :
Lf(xy) =y -2 +%:

2. f(x,y) =2 +y* —3xy;

3. flx,y) =x* +y* —4(x—y)2.

Indication V¥ Correction V¥ [140]
Exercice 31 "% Extrema locaux d’une fonction de 3 variables —

Déterminer les extrema locaux de f: R? = R, (x,y,z) = x> +y> + 22 +xy +xz+yz —4(x +y+2).
Indication V¥ Correction V¥ [3610]
Exercice 32 "W Extrema locaux et globaux —

Déterminer les extrema locaux et globaux des fonctions suivantes :

1. f(x,y) = 2% + 6xy — 3y> +2;

2. f(x,y) :y(x2 + (lny)z) sur Rx]0, +o0;

3. f(x,y) = x* +y* —dxy;

Indication ¥V Correction V¥ [141]




Exercice 33 " iw  Extrema dégénérés... —

Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes. Est-ce que ce sont des extrema globaux ?

L f(xy) =2 +y;

2. flx,y) =x"+y —3y—2;

3. f(x,y) =2 +xy* —x%y —y>.

Indication ¥V Correction V [142]

Exercice 34 "wwww Extrema des fonctions de n variables —

Soit n € N, n > 2. On considere f : R” — R définie par

n

2
f(xl,...,xn):Zx,%—i—(Zxk) —Zxk.
k=1 k=1 k

=1

Déterminer les extrema locaux de f.
Indication V¥ Correction V [3611]

Exercice 35 "« En détails —

Soit f(x,y) =y* —x’y+x’etD={(x,y) eR%; x> —1 <y <1—x%}.
1. Représenter D et trouver une paramétrisation de I, le bord de D.

2. Justifier que f admet un maximum et un minimum sur D.

3. Déterminer les points critiques de f.

4. Déterminer le minimum et le maximum de f sur I

5. En déduire le minimum et le maximum de f sur D.

Indication V¥ Correction V [144]

Exercice 36 " ww  Extrema sur un compact —

Pour chacun des exemples suivants, démontrer que f admet un maximum sur K, et déterminer ce maximum.
L f(x,y) =xy(1 —x—y) et K = {(x,y) €ER?; x,y >0, x+y < 1};

2. flx,y) =x—y+x*+y et K=[0,1] x [0,1];

3. f(x,y) = sinxsinysin(x +y) et K = [0,7/2]%.

Indication ¥V Correction V¥ [145]

Exercice 37 "« Minimum sous contrainte et application aux probabilités —

Pour p,n > 2, on note

K,={xe[0,1]": x;+---+x,=1}
L,={x€]0,1[’: x;+---+x,=1}
fr(x) =x]+---+x,, x €K).

1. Justifier que f, admet un minimum sur K. Dans la suite, on notera
m, =min{f,(x): x € K,}.

2. Soity € K, tel que f(y) = m,,. Justifierque siy € L,, alors y; =--- =y, =1/p.

3. On se place dans le cas p = 2. Démontrer que mp = (1/2)".

4. Démontrer par récurrence que pour tout p > 2, m, = (1/p)".

5. Application : soit Xj, ..., X, des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, a valeurs dans {1,..., p}.
Démontrer que

P(Xi = =X)=(1/p)"

Indication V¥ Correction V [3618]



Exercice 38 " ww % Volume et surface d’une boite —

On désire fabriquer une boite ayant la forme d’un parallélépipede rectangle, sans couvercle sur le dessus.
Le volume de cette boite doit étre égal a 0,5m> et pour optimiser la quantité de matiere utilisée, on désire que
la somme des aires des faces soit aussi petite que possible. Quelles dimensions doit-on choisir pour fabriquer
la boite ?

Indication V¥ Correction ¥ [146]

Exercice 39 "wiwww  Extrema liés —

Etudier les extrema de la fonction f: R — R, (x,y) ~ exp(axy), a > 0 sous la contrainte x> +y> +x+y —
4=0.

Indication V¥ Correction ¥ [147]

Exercice 40 " www  Inégalité arithmético-géométrique —

Soitn >2et f:R" - R, (x1,...,%;) — x1---X5. Onnote I' = {(xy,...,x,) ER%; x;+---+x, = 1}.
1. Démontrer que f admet un maximum global sur I et le déterminer.
2. En déduire I’inégalité arithmético-géométrique : pour tout (x,...,x,) € R, on a

n n
[[x/" < 2=
i=1

n

Indication V¥ Correction V [148]

Exercice 41 " w  Loi de probabilité d’entropie maximale —
Soit n > 1. On définit f, : [0,1]" — R par

fn(xlv cee >xn) = - ixkln(Xk)
k=1

(ol on a prolongé par continuité la fonction x — x1n(x), définie initialement sur |0, +eo[, & [0, 4o, en la posant
égale a 0 en 0). On pose également

Xn:{(-xlp-..,Xn)e [0,1]": x1+'-'+xn:1},

1. Démontrer que f,, admet un maximum sur Xj,.

2. Démontrer que max(f(x) : x € X,,) < max (In(n), maxp<,— (max(f,(y) : y € X,))).

3. En déduire que max(f,(x) : x € X,) = In(n).

Indication V¥ Correction ¥ [3595]




Indication pour ’exercice 1 A

Essayer, par des majorations, de voir si on peut obtenir une limite. Sinon, regarder la limite sur des droites
ou des courbes, et essayer d’obtenir des limites différentes.

Indication pour I’exercice 2 A

1. 11 suffit d’étudier la fonction limite de chaque fonction coordonnée.
2. Que vaut lim,_,¢ l_cl%(t) ?

3. Etudier la limite de f(z,%) pour o bien choisi.
4. Majorer |x| par une certaine puissance de x® +y°, et faire la méme chose pour y.

Indication pour ’exercice 3 A

1. Comparer la limite le long de deux demi-droites bien choisies.
2. Majorer chaque terme apparaissant dans le produit au numérateur par une puissance du dénominateur.
3.

Indication pour ’exercice 4 A

Dériver par rapport a une variable comme si 1’autre était constante !

Indication pour I’exercice 5 A

Appliquer le théoreme de dérivation d’une fonction composée.

Indication pour I’exercice 6 A

Introduire une primitive ¢ de ¢.

Indication pour I’exercice 7 A

Pour I’étude de I’existence de dérivées partielles, revenir a la définition en utilisant la limite du taux d’ac-
croissement.

Indication pour I’exercice 8 A
Introduire F(u,v) = [} f(z,v)dr.

Indication pour I’exercice 9 A

11 suffit de démontrer que la fonction admet des dérivées partielles en tout point de R?, et que ces dérivées
partielles sont continues sur R2.

Indication pour I’exercice 10 A

Pour les deux premiéres, on pourra étudier la régularité des dérivées partielles en (0,0). Pour la derniére,
on pourra commencer par étudier la régularité de la fonction d’une variable réelle g définie par g(z) = e i
t >0, g(t) = 0 sinon.

Indication pour I’exercice 11 A

Intégrer d’abord une équation en fixant 1’autre variable. La constante d’intégration dépend de cette variable.
Dériver en utilisant I’autre relation pour I’éliminer...

Indication pour I’exercice 12 A




Indication pour ’exercice 13 A

Indication pour ’exercice 14 A

L flx,x)=...;
2. Calculer le taux d’accroissement.
3. Utiliser une question précédente.

Indication pour ’exercice 15 A

Indication pour I’exercice 16 A
Calculer f(M + H) — f(M) pour revenir a la définition d’une différentielle.

Indication pour I’exercice 17 A

1. Procéder a la main, ou utiliser la régle de la chaine.
2. Considérer f(tu) avec h un vecteur non nul.

Indication pour ’exercice 18 A

1. Exprimer, pour H petit, (I, + H)~' comme somme d’une série géométrique.
2. Se ramener a la question précédente.

Indication pour ’exercice 19 A
Développer ¢ (P+ H).

Indication pour I’exercice 20 A

11 suffit d’appliquer le théoreme de composition des dérivées.

Indication pour ’exercice 21 A

1. Etudier la limite !
2. Calculer les dérivées partielles, vérifier qu’elles existent en (0,0) et qu’elles sont continues.
3. Nier le théoréme de Schwarz.

Indication pour I’exercice 22 A

2
Calculer les dérivées partielles % puis % en utilisant la régle de la chaine. On déduit ensuite les autres

dérivées partielles par symétrie du role joué par les variables.

Indication pour ’exercice 23 A

1. Poser g(x,y) = f(tx,ty), et calculer de deux fagons différentes les dérivées partielles par rapport a x et y.

2. Il suffit de dériver la relation par rapport a ¢ et d’appliquer le résultat de la question précédente.

3. Dériver une composée. Résoudre 1’équation différentielle, puis utiliser que f(x,y) = @(1).

4. Dériver une composée.

5. Résoudre 1’équation différentielle, puis utiliser que f(x,y) = ¢(1).

6. Ecrire la relation d’Euler pour les dérivées partielles de f par rapport a x et y, combiner les relations
trouvées, et appliquer encore la relation d’Euler a f.



Indication pour ’exercice 24 A
t BF et aF

1. Calculer ‘;—f en utilisan

2. On peut se ramener a %F 0
u

et en utilisant la regle de la chaine.

Indication pour I’exercice 25 A

Poser F (u,v) = f(x,y) = fo¢ 1 (u,v) ot ¢(x,y) = (x+y,x—y). Exprimer af et en fonction des dérivées
partielles de F.

Indication pour I’exercice 26 A

. . . b . 2r . . . ’ .
Commencer par déterminer toutes les fonctions qui vérifient % = a. Puis, parmi ces fonctions, déterminer
celles qui vérifient les autres égalités.

Indication pour I’exercice 27 A

Faire comme 1’énoncé le préconise, en posant f(x,y) = F(u,v). Transformer l’équation aux dérivées par-
tielles en équations aux dérivées partielles pour F, et ajuster a et b de sorte de se ramener a 3 =0.

Indication pour I’exercice 28 A

1. Il s’agit juste d’appliquer la définition, en permutant bien siir a sa guise I’ordre des dérivations.
2. Exprimer % en fonction de ¢@'.
3. Résoudre I’équation différentielle précédente.

Indication pour I’exercice 29 A

Utiliser la formule de Taylor-Young

Indication pour I’exercice 30 A

Il s’agit d’une application assez immédiate des résultats du cours. On cherche les points critiques, puis on
étudie la nature de ces points critiques.

Indication pour I’exercice 31 A

Chercher les points critiques (il y en a un seul), puis déterminer la matrice hessienne. Chercher les valeurs
propres de la matrice hessienne.

Indication pour I’exercice 32 A

La recherche des extrema locaux se fait suivant la méthode habituelle. Pour étudier I’existence d’un extre-
mum global, on pourra étudier f(x,y) — f(xo0,y0) et démontrer que ceci garde un signe constant, ou bien étudier
le comportement de f aux bord de I’ensemble de définition.

Indication pour ’exercice 33 A

Pour toutes ces fonctions, on a affaire a des points critiques dégénérés. Il faut donc faire un développement
limité autour du point pour savoir si on a affaire, ou non, a un extrémum. Pour vérifier que ce ne sont pas des
extrema globaux, on pourra s’intéresser au comportement en I’infini de la fonction, suivant certaines directions.

Indication pour I’exercice 34 A




Il faut appliquer la méthode usuelle : recherche des points critiques, étude des valeurs propres de la matrice
hessienne. Evidemment, c¢’est plus compliqué parce qu’on est en dimension n !

Indication pour I’exercice 35 A

1.

2. Compacité.

3.

4. Utiliser la paramétrisation du bord de I
5.

Indication pour I’exercice 36 A

Dans chaque cas, I’existence vient du fait que I’on recherche le maximum d’une fonction continue sur un
compact. Ce maximum peut étre atteint ou bien sur le bord du compact, ou bien a I’intérieur. Dans ce cas, cela
ne peut étre qu’en un point critique...

Indication pour I’exercice 37 A

1. Argument de compacité.

2. Utiliser le théoréeme d’optimisation sous contrainte.

3. Considérer y € K, tel que f>(y) = my. Séparerlecasy € Ly ety ¢ L.

4. Raisonner comme a la question précédente. Le cas y ¢ L, se ramene a m,,_.
5.

Indication pour I’exercice 38 A

Notons x,y,z les trois dimensions. On doit minimiser une fonction de trois variables en x,y et z, sous la
contrainte de xyz = 0,5. On peut donc remplacer z par son expression en fonction de x et de y, et rechercher le
minimum d’une fonction de deux variables.

Indication pour I’exercice 39 A

Appliquer le théoréeme des multiplicateurs de Lagrange, et démontrer que s’il y a un extremum lié, c’est
forcément en (1,1). Etudier précisément ce qui se passe en (1,1).

Indication pour I’exercice 40 A

1. Commencer par prouver que I" est compact, puis appliquer le théoréme des extrema liés (ou d’optimisa-
tion sous contrainte).
2.

Indication pour ’exercice 41 A

1. Utiliser un argument de compacité.

2. Discuter suivant la valeur d’un point ol un maximum est atteint. Utiliser le théoréme d’optimisation sous
contraintes (ou théoréme des extrema liés).

3. Procéder par récurrence.




Correction de ’exercice 1 A
1.0na

Lf e y) < [x[+[yl.

Puisque |x| + |y| tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0), f admet une limite en (0,0) qui est égale a 0.

2. Non! On a en effet, pour tout r > 0, f(r,0) = 1 et f(0,¢) = —1. Si f admettait une limite en (0,0), alors
puisque lim,_,o+ f(¢,0) = 1, cette limite devrait étre égale a 1, et puisque lim,_,o+ f(0,2) = —1, elle devrait
aussi étre égale a —1, ce qui est une contradiction.

3. Non! En effet,

lim f(x,x) = oo
x—0
et donc f ne peut pas admettre de limite en (0,0).
4. On remarque que, pour tout r > 0, f(¢,0) = 0 alors que f(¢,¢) = 1/2. Puisque (¢,0) — O et (z,£) — 0

lorsque ¢ tend vers 0, f ne peut pas admettre une limite en (0,0).
5. On va majorer |f(x,y)| pour tout (x,y) € R?\{(0,0)}. Pour cela, on utilise |x| < /x2+y? et |y| <

\/x%2+y2. On en déduit que
[fCey) < Va2 +y2

Puisque +/x2 + y? tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0), on en déduit que f admet pour limite 0 en (0,0).

Correction de ’exercice 2 A

1. 11 suffit d’étudier la limite des deux fonctions coordonnées (f1, f2). Or, 2+ y2 — 1 tend vers -1, et %

vers 1 si (x,y) tend vers (0,0). f; tend donc vers —1 si (x,y) tend vers (0,0). D’autre part, on a

[sin(x®)| [sin(y?)]  ¥?

22y Y 2y
Mais on a sin(x?) /x*> — 1 quand (x,y) — (0,0), et
2 2,2
X < X“+y < (212 2
VAT a2y

On en déduit que f>(x,y) tend vers 0 si (x,y) tend vers (0,0), et donc f(x,y) tend vers (—1,0) si (x,y) tend vers

(0,0).
2. Par un classique développement limité, on sait que lfct(z)s(t) — % si t — 0. Maintenant, on peut écrire

|fa(x,y)] <

1 —cos(xy)
Flry) = x> ),
) (xy)?
De la remarque précédente, on tire que 1_(Cx (;S)(ny ) tend vers 1 /2 si (x,y) tend vers (0,0). On en déduit que f(x,y)

tend vers 0 si (x,y) tend vers (0,0).
3. Pour ¢ > 0, on remarque que

Ainsi, f n’admet pas de limite en (0,0).
4. On va majorer | f(x,y)| pour tout (x,y) € R?\{(0,0)}. Pour cela, on remarque que

x| < (B39 B et |y < (¥ +)0)VC.

On en déduit . .
(6% 4y0)5 e

<x8 6i.
F oy < (*+y°)

|f(x,p)] <

Puisque (x® + y6)2*l4 tend vers 0 si (x,y) tend vers (0,0), on en déduit que f admet une limite en (0,0) égale a
0.



Correction de I’exercice 3 A
1. On a d’une part

f(x70’0) = 0
et d’autre part
22 1
fxx,x) = o2 3

La limite de f en (0,0,0) ne peut pas exister.
2. Soit (x,y,z) € R*\{(0,0,0)}. Alors on a
‘x‘ < (x2+y4+z6)1/2
b < (@ 4yt 20V
|Z| < (x2+y4+z6)1/6

et donc 1

2yt +Z6)%+1+3

1
ey < <@y,
Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque (x,y,z) tend vers (0,0,0), on en déduit que f admet pour limite
0en (0,0,0).

3. C’est plus dur! L’idée est que si on choisit x =y = ¢, on va pouvoir simplifier le dénominateur en
choisissant z = v/2¢ sans que le numérateur ne se simplifie. Bien sfir, on ne peut pas faire directement ce choix
sinon on aurait x> +y? — z2 = 0 et il faut perturber un peu. On va perturber par une puissance plus grande que
4, pour avoir une puissance plus grande au dénominateur qu’au numérateur. On a donc, pour ¢ # 0, et pour
(x,,2) = (t,1,V/2t +15),

Ayt = =2t — (V24 P) = =2t 4 o(1h)
et
Pyt —2 =2 — (V2+41°) = —2V2 +o(P).
Ainsi,
1
1N 2+ 10) ~pg ——

f( ) 1— \/El
et ceci tend vers oo lorsque ¢ tend vers 0. On peut enfin remarquer que f(z,t,t) = t> — 0 lorsque ¢ tend vers 0
pour observer que f n’admet pas de limite, ni finie, ni infinie, en (0,0,0).

Correction de ’exercice 4 A

Pour tout réel y fixé, la fonction x — e*cosy est dérivable sur R, ce qui justifie I’existence de la dérivée
partielle par rapport a la premicre variable dans le premier exemple. La justification est identique pour les
autres fonctions et on trouve respectivement :

1.
(;i:(x,y) =e'cosyet g;p(x,y) = —e'siny.
2.
of 2, 2y
5, () = 2xcos(ay) —y(x" +y7) sin(xy),
of 2, 2\
a—y(x,y) = 2ycos(xy) —x(x” +y°) sin(xy).
3.



Correction de ’exercice 5 A

1. La fonction ¢ + (2 4 2t,¢%) est de classe C!, car polyndmiale, donc g est de classe C' par composition.
On applique ensuite la formule de la dérivée d’une fonction composée. Si on note u(t) = 2+ 2t et v(t) = 2,
alors

¢10) =10 Z v 0) +7 0 S w000,
soit
gt)= 2‘;:(2 +21,1%) + 2t3§(2+ 2t,1%).

2. La fonction (u,v) + (uv,u? +v?) est de classe C! car polynomiale, donc /4 est de classe C!. Notons
r(u,v) = uv et q(u,v) = u> +v2. Le théoréme de dérivation d’une composée dit que

gz(u,v) = g;(u,v) X g(r(u,v),q(u,v)) + gZ(u,v) X g(r(u,v),q(u,v)).

Ceci donne o af af
on _.27 2,2 o] 2., .2
au(u,v) vax(uv,u +v)+2uay(uv,u +v°).
De méme on trouve o af af
on _ .97 2,2 ] 2, .2
av(u,v) uax(uv,u +v )—|—2vay(uv,u +v°).

Correction de I’exercice 6 A

Considérons ¢ une primitive de la fonction continue ¢. ¢ est de classe C' sur R et pour tout (x,y) € R?, on
au(x,y) = ¢(x+y) — ¢(x—y). Par composition, u est de classe C'. Par la régle de la chaine, on a, pour tout
(x,y) €R?,

O ) = 0'(x-+3) — 0/ (x— ) = () — ol )

gynw:wu+w+¢@—w=¢@+w+¢u—w.

Correction de I’exercice 7 A

D’une part, la fonction f est continue sur R?\{(0,0)}. D’autre part, on a

fx,y)] < (P +yH)V4

Ainsi, f se prolonge par continuité en (0,0) en posant f(0,0) = 0. Du fait que f(0,7) = 0 pour tout réel 7, f
admet une dérivée partielle par rapport a la seconde variable en (0,0) qui vaut ‘;—f (0,0) = 0. D’autre part, pour
t#0,0na
f(t70) _f(()ao) _ ’[|_1/2.
t
Ceci tend vers oo si t tend vers 0, et donc f n’admet pas de dérivée partielle par rapport a la premiere variable
en (0,0).

Correction de I’exercice 8 A
L’idée est d’introduire une variable supplémentaire, afin de dissocier la borne d’intégration et le parametre
a 'intérieur de I’intégrale. Pour (u,v) € I X J, on considére

Flu,v) = / " f(e vy,



9F

On va commencer par prouver que % existe sur I x J. Pour cela on fixe v € J, et on remarque que 7 — f(t,v)

est continue sur /. Par le théoréme fondamental du calcul intégral, %1; existe et vaut pour tout (u,v) € I x J

JoF
E(”’V) = f(u,v).

Etudions maintenant I’existence de B—F . Fixons alors u € 1, avec par exemple a < u. Alors, pour tout ¢ € [a,u],

la fonction v — f(¢,v) est dérivable sur [a,u] et sa dérivée est a . D’autre part, la fonction (¢,v) — gf (t,v) est
continue sur le compact [a,u] x K. Elle est donc bornée sur ce compact et il existe M > 0 tel que, pour tout
(t,v) € [a,u] XK,
of
’ v (V)| < M.
Puisque la fonction constante égale a M est intégrable sur le segment [a, u], il résulte du théoréme de dérivation
des intégrales a parametres que 4 aF existe et vaut pour tout (u,v) € I X J,

oF “ 9
W(M’ V) = aﬁ (¢,v)dr.

a

D’apres la regle de la chaine, ¢ est dérivable sur J et pour tout x € J,

(x)
¢’ (x) Zb'(x)f(b(x),x)—f—/ab of

Correction de ’exercice 9 A

1 suffit de démontrer que la fonction admet des dérivées partielles en tout point de R?, et que ces dérivées
partielles sont continues sur R?.
1. D’une part, f est clairement de classe C! sur 2\{(0,0)}, eton a

5 5 5 3x2+y2

af 2xy
(x,y) = X7y 7()62_’_)}2)2.

af B
ax ) Gy g, )

D’autre part, montrons que f admet des dérivées partielles en (0,0). On a en effet :

f(X,O) —f(0,0) =0,
ce qui prouve que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiere variable valant

of
Jx

De méme pour la dérivée partielle par rapport a la seconde variable. Il reste a démontrer que ces dérivées
partielles sont continues en (0,0). Mais on a, pour (x,y) # (0,0) :

2xy y2 2
[CFEE = 2xy| D) <2|xyl,

(0,0) =0.

5

ce qui prouve que f( ,y) tend vers 0 = %(0,0) si (x,y) tend vers (0,0). De méme, puisque 2|xy| < x* +y?,

ona: of
‘ay( y’ ‘3x -l—y’

On a également continuité de la dérivée partielle par rapport a la seconde variable en (0,0).



2. On commence par étudier la continuité de f en (0,0) (méme si ce n’est pas utile pour appliquer le
théoréme mentionné). On a

|f(x,y) = £(0,0)| 2y In(? +y%)|

IN

1

S22 (2 +2)
1
@37 x (P42 1002 +2)]

IN

IN

Du fait que ulnu tend vers 0 lorsque u tend vers 07, on en déduit que f est continue en (0,0). Ensuite, re-
marquons que f admet une dérivée partielle par rapport a la premiére variable ailleurs qu’en (0,0) donnée
par

af 2x3y?

dx x4y
Pour étudier I’existence d’une dérivée partielle par rapport a la premiere variable en (0,0), on étudie le taux

d’accroissement
f(t,0) = £(0,0)
t

(x,y) = 2xy* In(x* +y*) +

=0—0.

Donc % (0,0) existe et vaut 0. On va maintenant prouver la continuité de % en (0,0). Le méme raisonnement
que pour la continuité de £ (en utilisant par exemple |x| < (x> +y?)'/?) prouve que 2xy?In(x* +y?) tend vers 0
si (x,y) tend vers (0,0). D’autre part,

20y 2
<x
el = vl
3,2 . . .
ce qui prouve également que xzsz)yz tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0). Ainsi, % est continue en (0,0), et

par suite sur R?. Enfin, par symétrie des variables x et y, ce que I’on vient de démontrer est aussi valable pour
les dérivées partielles par rapport 2 la deuxieme variable. Ainsi, f est C! sur R?.

Correction de ’exercice 10 A

On remarque d’abord que, dans les 3 cas, f est de classe C' sur R?\{(0,0)}.
1.Ona

x2+y2
x,y)— f(0,0)| < |x| x —= < |x],
£(63) = £O.0) < I x Ty < I

et |x| — 0 lorsque (x,y) — (0,0). Ainsi, f est continue en (0,0). De plus, un calcul facile montre que, pour tout
(x,y) # (0,0), on a

af (x,) —4x3y
=X,y =555
oy T ey
En particulier, pour ¢ # 0, %(t,t) = —1 tandis que %(O,t) = 0. Ainsi, ‘3—]; n’a aucune chance d’étre continue

en (0,0) (alors qu’on n’a méme pas étudié 1’existence d’une dérivée partielle en (0,0) !). Ainsi, f n’est pas de
classe C.

2.0na
2 2

X Y
— £(0,0)| < |x| X ——= X =—— < .
76) = OO < b X = + bl x o < e+l
Ainsi, f est continue en (0,0). D’autre part, un calcul facile montre que, pour tout (x,y) # (0,0), on a

af

(x.y) x4 3x%y? — 2xy3
TS xy) =
ox Y

(2 +2)2

11 vient, pour ¢ # 0, %(I,O) =1let %(O,t) = 0. Ainsi, ‘;—f: ne peut pas étre continue en (0,0) et f n’est pas C'
sur R?.

3. On va commencer par étudier la régularité de la fonction d’une variable réelle g définie par g(r) = e Vs
t >0, g(¢t) = 0 sinon. Clairement, g est de classe C* sur R\{0}. De plus, ona g'(t) =0sit <0Oet g'(r) = t%e*%
sit>0.0n adonc g'(t) — 0sit— 0. On en déduit, par le théoréme de prolongement d’une dérivée, que g



est de classe C! sur R avec g’(0) = 0. Maintenant, f = go ¢ avec ¢(x,y) = x> +y? de classe C! sur R?. Par
composition, f est donc de classe C! sur R2.

Correction de I’exercice 11 A

1. Soit f une solution du systeme, et soit y € R fixé. Posons g(x) = f(x,y). Alors la premieére relation
s’exprime aussi par g'(x) = xy?, soit g(x) = %xzy2 + Cte. Cette constante dépend de y, qui a été fixé le temps
d’intégrer la relation. On en déduit 1’existence de C : R — R de sorte que, pour tous (x,y) € R2,

flxy) = %xzyz +C(y).

Puisque f est C!, C est également C' et la deuxieéme relation donne
C'(y) =0,

c’est-a-dire C est constante. Il existe donc A € R de sorte que

Flxy) = 3 44,
Réciproquement, une telle fonction est solution du systeme.

2. On reprend la méme méthode, en fixant y € R et en posant g(x) = f(x,y). De g'(x) = "y, on tire g(x) =
¢*y+cte. Il existe donc une fonction C : R — R de classe C! telle que, pour tout (x,y) € R?, f(x,y) = ey +C().
On dérive cette fois par rapport 2 y, et on trouve C'(y) = 2y, soit C(y) = y* + Cte. Ainsi, si f est solution, il
existe A € R tel que, pour tout (x,y) € R?, ona

fxy) =ey+y* +A.

Réciproquement, ces fonctions sont solutions.

3. Si on reprend la méthode des questions précédentes, on observe que si f est solution, il existe une fonction
C:R — Rde classe C! et telle que, pour tout (x,y) € R%, ona f(x,y) = %x3y +C(y). On dérive par rapport a y,
et en utilisant la deuxieéme relation, on trouve que, pour tout (x,y) € R2, ona

1
C'(y) =x? — 21

3
Or, si y est fixé, le membre de gauche est constant, et le membre de droite est un polyndme de degré 3 en x :
ceci est impossible et donc I’équation n’a pas de solutions. On aurait pu aussi remarquer que, si on cherchait

. P 7 . . 7z 2 2 . A Ve :
une fonction de classe C2, les dérivées partielles croisées o f - et 9/ ne pouvaient pas étre égales, contredisant
dxdy dyox

le théoreme de Schwarz.

Correction de ’exercice 12 A
I suffit de vérifier que les fonctions coordonnées sont différentiables, et elles sont clairement C*. On a

respectivement
1.
X 0 2
J(x.y,z)f_ < cosxsiny SiIlXCOS)’ 0 >

2.

y X

Janf=1 x 1

1+x2 0

Correction de ’exercice 13 A
1. f et g sont clairement de classe 4 comme composée de fonctions . De plus, en calculant les dérivées
partielles, on montre facilement que

Jac(w)(f) = (2xcos(x2 —y2) —2ycos(x2 —yz))




1 1
Jac(w)(g) = (1 _1> .

2.0n a fog(x,y) = sin(4xy). On en déduit la matrice jacobienne de fo g en (x,y).

Jac(yy) (fog)= (4ycos(4xy) 4xcos(4xy)).
II vient
d(fog)((x,y))(u,v) =Jac(yy)(fog) x <:> = 4uycos(4xy) +4vxcos(4xy).

D’apres la formule de composition des différentielles, on sait que

Jac(m) (fo g) = Jan(Ly) (f) X Jac(w) (g)

Mais,
Jacy(vy) f = (2(x+y)cos(4xy) —2(x—y)cos(4xy)).

Le produit des deux matrices redonne alors le résultat précédent.
3.0na fog(x,y) =sin(4xy). On en déduit la matrice jacobienne de fogen (x,y).

Jac(,y)(f0g) = (4ycos(4xy) 4xcos(4xy)).
II vient
d(fog)((x,y))(u,v) =Jac(, ) (fog) x C}t) = 4uycos(4xy) +4vxcos(4xy).

4. D’apres la formule de composition des différentielles, on sait que

Jac(x,y) (f o g) = Jacg(x,y) (f) X JaC()c,y) (g) :

Mais,
Jacy(y ) f = (2(x+y)cos(4xy) —2(x—y)cos(4xy)).

Le produit des deux matrices redonne alors le résultat précédent.

Correction de ’exercice 14 A

1. Remarquons que f(x,x) = 1/2, qui ne tend pas vers O si x tend vers 0 : f n’est pas continue en 0.
2. Puisque f(x,0) =0, %(0,0) existe et vaut 0. De méme, %(O, 0) existe, et vaut 0.
3. f ne peut pas étre différentiable puisqu’elle n’est pas continue !

Correction de ’exercice 15 A

Notons g(x) = (x,x), de sorte que u = go f. Par composée, duy(h) = dg(y) o df(h). Or, dgy(h) = 2(y, h),
ce qu’on peut retrouver en écrivant

(y+h,y+h) = (,y) +2(,h) + ||h]|*

On en déduit que du,(h) = 2(f(x),d fr(h)).

Correction de ’exercice 16 A

Remarquons déja que f est de classe C' puisque f est polyndmiale. Soient M, H € .#,(R). Alors on a
f(M+H)—f(M)=(M+H)*—-M?=HM+MH + H".
Posons ¢ (H) = HM + MH. ¢ est linéaire et
fM+H)—f(M)=¢(H)+o(H])-

Ainsi, ¢ est la différentielle de f en M.



Correction de I’exercice 17 A
1. On va donner deux démonstrations possibles. La premi¢ére méthode utilise la définition d’une fonction
différentiable. Soit donc & € E. Alors

la+h| =/ {a+h,a+h)
= \/llall2 +2{a. ) +||n?

~Jla ||\/ - Hz To(A])
B ah) .
~ lla ||( e <rh||>)

a,h)

= | +o([[2)-
all
On en déduit que || - || est bien différentiable en a et que
{a,h)
d|-[l(a)(h) = -
[lal
On peut aussi démontrer ce résultat en utilisant la régle de la chaine. En effet, posons g :]0, +oo[— R, x — /x,
h:EXE—R, h(x,y)=(x,y)eti:E—EXE,i(x)=(x,x). Alorsona||- || =gohoi. Soita € E\{0}. Alors,
puisque
i est différentiable en a h est différentiable en i(a) = (a,a) g est différentiable en A(i(a)) = ||a||* > 0,
on sait que || - || est différentiable en a et que

d||-|l(a) = dg(al*) o dh((a,a)) o di(a).

Or, pour h € E,
di(a)(h) = (h,h)

car i est une application linéaire,
dh((x,y))(h1,h2) = (x;h2) + (h1,y)
car h est une application bilinéaire, d’ou

dh((a,a))(h,h) =2{a,h).

Enfin,
h
h) = hg' =
dgloa) () = g (10) = 5
d’ou I’on tire a.h)
a,
(Ilall*)(2(a, h)) -
el
On retrouve bien que
{a,h)

2. i est différentiable en a

3. h est différentiable en i(a) = (a,a)

4. g est différentiable en h(i(a)) = ||a||® > 0,

5. Considérons u € E non nul. Si || - || était différentiable en 0, alors la fonction f : ¢t € R — ||tu|| serait
dérivable en 0. Mais f(¢) = |¢|||u|| et ceci n’est pas dérivable en 0. Donc || - || n’est pas dérivable en 0.




Correction de I’exercice 18 A

Remarquons avant de commencer que GL,(R) est un ouvert de .#,(R), et donc il est bien possible de
calculer la différentielle de ¢ en un élément de GL,(R).

1. Soit H € .#,(R) tel que |H|| < 1. Alors

(I, +H) x (i(—l)ka> =1I,4 (—1)PHPL,

k=0

Puisque ||H|| < 1, H? — 0 et donc

(Lh+H) ™" =Y (-)'H" =1,—-H+H*y(H),

k=0
ol
o kprk
w(H) = Y. (~)'H
k=0
Ona
+oo ) )
H)| < H||* = <
] < B 11 = 7 <

si |H| < 1/2. Ainsi, |H>w(H)|| < 2||H||*> = o(||H||) et on a prouvé que
O +H) = ¢(I,) —H+o(|[H|).

Ainsi, ¢ est différentiable en I, et sa différentielle vaut d¢; (H) = —H.
2. Prenons maintenant M € GL,(R) et H € .#,(R). Alors on a

-1

M+H)"'=MIL,+M'H) =@L+M'H) "M =Y (- M H) M

k>0
pourvu que ||[M~'H|| < 1.1l vient, par un raisonnement identique a celui de la premiére question,
OM+H)=¢M)—M "HM " +o(|H]).

Ainsi, ¢ est différentiable en M et dgpy(H) = —M'HM .

Correction de ’exercice 19 A
Soient bPH € E.On a

¢(P+H):/Ol (P(t)+H(t))3dt / +3/ (dt+wy(H),

_3/P dt+/

1
WD <3 [ P@)ldr < HIP+ |

ou

Or,

Ainsi, y(H) =o(||H||). Puisque H — 3 fol (P(t))zH (t)dt est linéaire, on a prouvé que ¢ est différentiable en P
et que dop(H) = 3 [ (P(1))*H(t)d.

Correction de ’exercice 20 A

La fonction f est de classe C*> comme composée de fonctions toutes de classe C>. On a ensuite, en notant

t=y/x:

d
U ) == Zao(0) +810) - 210



82 2 2 2
Lo = b+ Sah )+ S0
of _ 1, ’
a*y(xa)’) = ;go(t)‘i‘gl(f)
Pf_ 1,

Y on Y o
xdy —;go(f) - ;go(’) - xjgl(f)

azf 1 1 1 1
92 = ;go(f)‘i‘ L8

11 suffit ensuite de faire la somme demandée pour obtenir le résultat.

Correction de I’exercice 21 A

1. En utilisant 2|xy| < x*> +y?, on obtient

[f ()] < 2022 +5%) = 2| (x, )13

On en déduit que f(x,y) — 0 lorsque (x,y) — (0,0). Ainsi, f admet une limite en (0,0) et on peut la prolonger
par continuité en posant f(0,0) = 0.
2. Tl est clair que f est de classe C* sur R?\{(0,0)}. De plus, pour (x,y) # (0,0), on a

af

(x,) x4 4xzy2 — y4
ey P
Ox Y y

(2 +2)2
D’autre part, pour tout x € R, f(x,0) — £(0,0) = 0, ce qui prouve que %(0,0) existe et que %(0,0) =0.De
It +4x?y? — vt < x4yt <2(x +7)?
on déduit que, pour (x,y) # (0,0),
’gf:(x,y)' <2pl.
Ceci permet de démontrer que %( ,y) tend vers 0 lorsque (x,y) tend vers (0,0) et prouve la continuité de %

en (0,0). L’étude de la dérivée partielle ‘;—f est totalement similaire, puisque f(x,y) = —f(y,x). On en déduit

que f est de classe C! sur R
3. On va prouver que f ne peut pas étre de classe C? en niant le théoréme de Schwarz. En effet, on a

d d
y

=1,

2 2
ce qui prouve que %(0, 0) existe et vaut —1. Mais on prouve de la méme fagon que jx—t{y(o, 0) existe et vaut

1. Les deux dérivées partielles croisées n’étant pas égales, la fonction ne peut pas étre de classe C> sur R

Correction de ’exercice 22 A

Notons /2 : U — ]0, +oo[, (x,y,2) > \/x% +y2 +72. Alors h est de classe % (par composition...) et puisque
g = foh, g estde classe C>. On va calculer les dérivées partielles de g par la régle de la chaine. D’abord, pour

('xﬂy?Z) S U, notantp = \/m’ on a

dg _dh ,
a(xv)@Z) - a('xvy?Z) X f (p)

_ X ' 21242
= x—2+y2+22f(\/x +y*+2%).




On dérive une deuxieme fois :

2
0%g P—= x?
W(Xa.%z): pzp f/(p)—i_?f”(p)
2_.2 2
p-—x X
P f/(PH‘Ef”(P)'
Par symétrie du rdle joué par les variables, on a aussi
aZg p2_y2 / y2 /1
S, WM Y2) = +=
8y2( ¥,2) 3 fp) o2 (p)
g p?— 7

2
G ona) = E 1 (0)+ 5 ().

En faisant la somme de ces trois expressions, on trouve

fp)+rf"(p)

3 2 42
Ag(x,y,z) = pf_gp

= f)f’(p)+f”(p)-

Correction de ’exercice 23 A

1. On pose g(x,y) = f(tx,ty). On a d’une part :

dg _df
a(xvy) - ta(IX,ty)-

D’autre part, en utilisant la relation g(x,y) =1¢"f(x,y),ona:

dg, ., 9f
a(xay) =1 dx (xay)'

On en déduit 3 3
— — r—1 —
oy H1y) =105 ().

On fait de méme avec la dérivée partielle suivant y.
2. Supposons d’abord que f est homogene de degré r. On a donc :

flex,ty) =1"f(x,y).
On dérive cette relation par rapport a . On trouve :

d d
X(Tf(tx,ty) +y3§(tx,ty) =" f(x,y).

Le résultat vient en appliquant le résultat de la premiére question, qui dit que les dérivées partielles de f sont

homogenes de degré r — 1.

3. Posons donc, pour ¢t > 0, ¢(t) = f(tx,ty). ¢ est définie et dérivable sur % . En utilisant la relation vérifiée

par f,ona:

d d
o (0) =5 1)y x09) = L ex) = ()

On résout cette équation différentielle classiquement et on vérifie qu’il existe un réel C > 0 tel que, pour tout

t>0,¢(t) =Ct". On adonc
fex,ty) = Ci" et f(x,y) = (1) = C.

Ainsi, on a bien prouvé que f(tx,ty) =t f(x,y) et ceci pour tout (x,y) € R2. Ainsi, f est bien homogene de

degré r.



4. Posons donc, pour t > 0, ¢(t) = f(tx,ty). ¢ est définie et dérivable sur * . En utilisant la relation vérifiée
par f,ona:

d d
(0) =35 1)y x09) = L (ex) = )

5. On résout cette équation différentielle classiquement et on vérifie qu’il existe un réel C > 0 tel que, pour
tout >0, ¢(t) = Ct". On a donc

fltx,ty) =Ct" et f(x,y) = (1) =C.

Ainsi, on a bien prouvé que f(tx,ty) =t f(x,y) et ceci pour tout (x,y) € R2. Ainsi, f est bien homogéne de
degré r.

6. En écrivant la relation d’Euler pour % et % (qui sont homogenes de degré r — 1), on obtient

I*f 9*f af
ZJ —(r—12L

x5 (y) +yg- R (x,y) = (r=1)=-(xy)

et 0? J? d

f f f

— =(r—1)=— .

*3xdy (x,y) +y 2 (x,y) = (r—1) R (x,¥)

On ajoute alors x fois la premiére relation, et y fois la deuxiéme, puis on utilise la relation d’Euler pour f pour
obtenir le résultat.

Correction de I’exercice 24 A

1. On va noter ‘3—5 et %—f les dérivées partielles respectives de F. D’apres la régle de la chaine, on a, pour
tout (x,y) € R?,

df  OJF oF

5= aﬁ(ax—I—by,cijdy) +c§(ax—|—by,cx+dy)
et

af

JdF JoF
9y = bE(aXery,quLdy) +dg(ax+by,cx+dy).

L’équation aux dérivées partielles devient

OF Pla
(2a=b)5 -+ (2c~d) 5 =0,

2.Sionposea=1,b=0,c=1etd =2,0naad—bc # 0 et1’équation aux dérivées partielles devient

JoF
— =0.
du
On en déduit donc qu’il existe une fonction H : R — R de classe €' telle que, pour tout (u,v) € R?,
F(u,v)=H(®v).

Revenant a f, on trouve f(x,y) = H(x+2y) pour tout (x,y) € R2. Réciproquement, on vérifie facilement que
toutes les fonctions qui s’écrivent ainsi sont solution. Remarquons qu’a aucun moment nous n’avons dii calculer
la bijection réciproque !

Correction de ’exercice 25 A

Posons ¢ (x,y) = (x+y,x —y) qui est une bijection de R? sur R?. On pose aussi F (u,v) = fo ¢~ (u,v), de
sorte que f(x,y) =Fo¢(x,y) = F(x+y,x—y). On a alors par le théoréme de dérivation d’une composée (regle
de la chaine), pour tout (x,y) € R?,

of _oF OF
g(x,y) = g(ﬁy,x—y)Jrafy(Hy,x—y)
of OF

oF
aiy(xay) - Tx(x+yax_y)_7y(x+yvx_y)



De plus, dans les nouvelles coordonnées, on vérifie facilement que
u = X =
+y X (utv)/2
vV = x—y y = (u—v)/2.
Ainsi, si f est solution de I’équation aux dérivées partielles initiales, F vérifie, pour tout (u,v) € R?,

JoF u+v u—v
2— = 1
£ (u,v) =38 >t 6 5

= 12u — 4v.

On résout cette équation en intégrant par rapport a v : il existe une fonction H : R — R de classe C! telle que,
pour tout (u,v) € R?,
F(u,v) = 6uv —v> + H(u).

Revenant a f, on a prouvé que si f est solution de I’équation différentielle initiale, alors f s’écrit
f(5,y) = 6(x+y)(x—y) = (x—y)* + H(x—y)
=5x> +2xy— Ty +H(x—y).

Réciproquement, on vérifie facilement que toute fonction s’écrivant ainsi est solution de I’équation aux dérivées
partielles initiale.

Correction de ’exercice 26 A

On va commencer par déterminer toutes les fonctions f : R? — R, de classe C2, qui vérifient

’f
% =da
Pour cela, posons g = %. Alors g vérifie
Jdg
5=
Ainsi, il existe une fonction C : R — R telle que, pour tout (x,y) € R2,

gﬁ(x,y) = g(x,y) = ax+C(y).

On va encore intégrer cette égalité : il existe une fonction D : R — R telle que, pour tout (x,y) € R?,

a
flx,y) =23 +C(y)x+D(y).
Puisque f est C? et que £(0,y) = D(y), on obtient que f est ¢, puis calculant f(1,y) = C(y)+D(y), on obtient
que C est aussi de classe C2. Cherchons ensuite parmi les fonctions qui s’écrivent sous la forme précédente
celles qui vérifient les deux autres conditions. On a d’une part
9*f
=C(y)=c.

Ainsi, il existe d; € R tel que C(y) = cy+d,. D’autre part, utilisant cette formule pour C,

% f
Tﬁ(x’y) =D"(y)=b,
et donc il existe d»,d3 € R tels que
b 2
Dly) = % +doy +ds.

Finalement, on a prouvé que si f est solution du probléme, alors f s’écrit, pour tout (x,y) € R?,

a b
flxy) = Exz—i— §y2+cxy+d1x—|-d2y+d3.



Autrement dit, f est un polyndme de degré 2 en les variables x et y. Réciproquement, il est facile de vérifier
que ces fonctions sont bien solution du probleme.

Correction de I’exercice 27 A
On pose donc f(x,y) = F(u,v) avec u = x+at et v=x+bt. On a donc

ﬁ_82F+282F +82F
ox2  Ju? oudv  h?
« 22 82 J 2?2
f F F F
7 =@ g by st s

L’équation devient alors :

0*F 0*F 0*F
2 2 2 2 42
—a‘)=—= +2(c"—ab —b)— =0.
(" —a )8142 +2(c"—a )8u8v+(c )8\/2
En prenant a = c et b = —c, 1’équation devient

J°F

vou

dont la solution générale est
Fu,v) = ¢(u) +y(v),

ol ¢ et y sont C2. La solution générale de I’équation initiale est donc :

ft)=¢(x+ct) +y(x—cr).

Correction de ’exercice 28 A

1. Posons g = 3—? Alors, d’apres le théoreme de Schwarz,

d’¢ d*¢ 9 (J*f  I*f\
= (G ae) =0

af

On prouve exactement de la méme facon que 2y est harmonique. D’autre part, posons i1 = x a{( + yaf Alors,

oh _of = J*f I*f -
xox o Vaway o ton

’f  If  Pf
o8 P oaay
On trouve de méme que

9°h ’f  df f

R AR T T

A(h) =2A(f) +xA <‘;f> +yA <‘;§> 0,

en vertu de la premiere partie de la question.
2. D’apres le théoreme de dérivation d’une fonction composée,
af 9*f

g 102 gJ 12 2 2 M2 2
3 2xqo(x—|—y)et82 20" (x"+y7) +4x Q" (x* +y°).

Ainsi,

De méme,
0% f

Fh 20/ (3 +y%) + 479" (x* +y7).



En posant ¢ = x> + y?, on en déduit que, puisque A(f) = 0,

o'(t)+19"(t) =0.

Ainsi, @’ est solution sur I’intervalle ]0, 4o de I’équation différentielle xy’ +y = 0.

3. On résout I’équation différentielle précédente. Ses solutions sont les fonctions de la forme x — C/x. En
intégrant, on trouve qu’il existe deux constantes C,D € R de sorte que ¢(x) = Cln(x) + D. Ainsi, f s’écrit né-
cessairement f(x,y) = Cln(x? +y?) + D. Réciproquement, on vérifie que toute fonction de la forme précédente
est harmonique.

Correction de ’exercice 29 A
On va utiliser la formule de Taylor-Young. Pour cela, on commence par calculer les dérivées partielles :

ﬁ h3 ﬁ 222
ax(x,y)—2xy, ay(x,y)—3xy

*f .3 Of o, 0% 2
ﬁ(x,y) =2y, axay(x,y) = 6xy”, Tyz(x,y) = 6x°y.

On évalue ces dérivées partielles en a :

d d
Fon=-16 Ty

o°f _ af _ 9*f _
ﬁ(%)’) =16, m(%)’) = —24, TyQ(xay) =12.

D’apres la formule de Taylor-Young, on a donc
Fry) = —16(x+1)+12(y =2) +8(x+1)* =24(x + 1) (y = 2) +6(y — 2)> + o((x + 1)* + (y = 2)?)
ce qu’on peut aussi écrire
fla+h) = —16hy 4 12hy 4 8h3 — 24h hy + 6h3 + o(h3 + h3).

Remarquez bien que les coefficients devant h% et h% sont la moitié des dérivées partielles respectives, mais pas
celui devant A h,.

Correction de I’exercice 30 A
1. On commence par chercher les points critiques de f. Pour cela, on calcule les dérivées partielles par
rapportaxetay:

of _ 3  Of _
g(x,y) = —2x+2x et 2y (x,y) =2y.

Un point (x,y) est critique si et seulement s’il est solution du systéme

2428 = 0
2y = 0.

Les seules solutions de ce systeme sont (0,0), (1,0) et (—1,0). On a donc 3 points critiques et on va étudier la
nature de chacun. Pour cela, on calcule les dérivées partielles d’ordre 2 :

d*f 7 , O0f . 0%f _
ﬁ(x,y)——2+6x Tyz(x,y)—Z ax(—)y(x,y)—o-

En (0,0), on obtient donc, avec les notations usuelles, r = —2, t =2 et s = 0, soit 7t — s> = —4 < 0. Le
point (0,0) est un point col, ce n’est pas un extrémum local de f. En (1,0),onar=4,1t=2ets =0, soit
rt —s*> =8 > 0. Le point (1,0) est un extrémum local, ¢’est méme un minimum local puisque 7 > 0. L’ étude en
(—1,0) donne exactement le méme résultat.



2. On procede exactement de la méme facon. Cette fois,

Of (a2 [N
ax(x,y)—3x —3yet ay(x,y)—3y 3x.

Un point (x,y) est un point critique si et seulement s’il est solution du systeme
P—y =0
y—x = 0.

Ce systeme implique x* = x, soit x = 0 ou x = 1. On en déduit facilement que les seuls points critiques de f
sont (0,0) et (1,1). Les dérivées partielles du second ordre sont égales a

4

% f ’f % f
W(xvy)_ﬁx Tyz(xvy)_ﬁy M(xvy)__:;'

En (0,0),onar=0,t=0ets=—3, soit 7t — s> = —9 < 0. Le point (0,0) est un point col, ce n’est pas un
extrémum local de f. En (1,1),onar=6,1=6ets = —3, soit 7t — s> = 27 > 0. Puisque de plus r > 0, le point
(1,1) est un minimum local de f.

3. Les dérivées partielles du premier ordre de f sont

d d
afi(x,y) =4x’ —8(x—y) et aﬁ(m) =4y> +8(x—y).

Les points critiques sont solutions du systeme

{ 4x3 =8(x—v)
—4y3 =8(x—y).

On en déduit que x> = —y* = (—y)3. La fonction cube étant injective, ceci donne encore x = —y. Si on reporte
ceci dans la premiére équation, on trouve 4x> = 16x, soit

¥ —dx=0 <= x(x* —4) =0 < x(x—2)(x+2)=0.

On en déduit que les points critiques de f sont (0,0), (2,—2) et (—2,2). Etudions maintenant la nature de ces
points critiques. Les dérivées partielles du second ordre sont

9*f 2 o 9f 2 I*f
W(x,y) = 12x" -8, a—yz(x,y) =12y —8et Ixdy

(x’y) =38.

En (2,—2), avec les notations usuelles, on a r =40, t =40 et s = —8. Cette fois, rt —s2>0etr>0,doncle point
(2,—2) est un minimum local pour f. La conclusion est identique en (—2,2). En (0,0),onar=—8,1 = —8
et s = 8, soit 7t — s> = 0. On ne peut donc pas conclure directement. Mais, on remarque que f(x,0) = x* — 4x?
est négatif si x est petit, alors que f(x,x) = 2x* est toujours positif. Ainsi, (0,0) n’est ni un maximum, ni un
minimum puisque aussi prés qu’on veut de (0,0), on a des points (x,y) avec f(x,y) > f(0,0) et d’autres points
(x,y) avec f(x,y) < £(0,0).

Correction de I’exercice 31 A
On commence par rechercher les points critiques de f. Pour cela, on calcule les dérivées partielles et on
trouve, pour tout (x,y,z) € R3,

d d d
l(x,y,Z) =2x+y+z—4, i(x,y,Z) =2y+x+z—4, l(x,w) =2z+x+y—4.
ox dy dz
On résout le systeme
2x+y+z—4 = 0
x+2y+z—-4 = 0

x+y+2z—4 = 0.



En faisant (L1) — (L2) puis (L2) — (L3), on trouve x = y = z, et finalement le seul point critique est (1,1,1).
Pour déterminer la nature de (1,1,1), on va étudier la matrice hessienne de f. Pour cela, on observe que, pour
tout (x,y,z) € R3,
9’f  J*f 9°f
o2 9y 9
°f B °f B °f _q
dxdy dxdz dydz

La matrice hessienne de f en (1,1,1) est donc

2 1 1

M=1|1 21

11 2

On cherche les valeurs propres de M. Un calcul simple donne

mA) = (A —-4)(A-1)

Les valeurs propres de M sont strictement positives, donc M est définie positive, et f admet un minimum local
stricten (1,1,1).

Correction de I’exercice 32 A
1. On calcule les dérivées partielles de f au premier ordre :
of

af
(42 _
Iy (x,y) = 6x~+6y et Iy (x,y) = 6x— 6y.

Un point critique (x,y) vérifie donc x = y et y = —x2, soit x*> +x = 0. On vérifie donc facilement que les seuls
points critiques sont (0,0) et (—1,—1). On calcule ensuite les dérivées au second ordre :

’f ’f ’f

ZJ =12x —-—< =—6 — = 0.

3,2 (6y) = 12x 2y (x,) 0y (x,)
En (0,0), avec les notations usuelles, r = 0, = —6 et s = 6, soit 7t — s> < 0 : (0,0) n’est pas un extrémum local
pour f.En (—1,—1),onar=—12,t = —6et s =6, soit rt —s2>0etr<0: f admet un maximum local en

(—1,—1). Ce maximum ne peut pas étre un maximum global. En effet, f(x,0) = 2x> tend vers oo si x tend
vers 4o, et donc la fonction n’est pas majorée. Par conséquent, elle n’admet pas de maximum global.
2. On calcule les dérivées partielles de f au premier ordre :
af af

== (xy) =2xyet ==

_ 2 2
e R (x,y) =x" + (Iny)” +2Iny.

Un point critique (x,y) est solution du systeme

xy = 0
x*+ (Iny)>+2Iny = 0.

La premiére équation impose x = 0 (puisqu’on sait que y > 0), la deuxiéme équation donne (Iny)? +2Iny = 0.
Posant X = Iny, on obtient X? 42X = 0 donc les solutions sont X = 0 et X = —2. Revenant a y, on trouve
y=1ety=e 2. f admet donc deux points critiques qui sont (0,1) et (0,e¢~2). Etudions maintenant la nature
de ces points critiques. Pour (0, 1), on peut remarquer que f(0,1) = 0 alors que f(x,y) > 0 pour tout (x,y) €
Rx]0,4oo[. Ainsi, on a prouvé que (0,1) est un minimum global de f. Pour (0,e~2), on calcule les dérivées
partielles du second ordre :

% f 2% f 2 _lny 9°*f
ﬁ(xvy)_zy T)ﬂ(x’y)_;+27 axay(xvy)_zx




Avec les notations usuelles, en (0,e72), on trouve rt — s> = —4 et donc (0,e~2) n’est pas un extrémum local

pour f.
3. On calcule les dérivées partielles de f au premier ordre :

Of (N a3 of L _ 43
8x(x,y)—4x —4yet ay(x,y)—4y 4x.

¥ o=y

v o= x
On en déduit x = x? soit x = 0 ou x® = 1. On en déduit que les points critiques sont (0,0), (1,1) et (—1,—1).
On calcule ensuite les dérivées partielles du second ordre :

Un point critique (x,y) est solution du systeme

9 f o f 9 f

— =122 == =12y? —& =4,

552 (0y) = 12x 9y (x,y) =127 o R (x,)

Avec les notations usuelles, en (0,0),onar=0,7r=0ets = —4 soit rt — s =—16. (0,0) n’est pas un extremum
local. En (1,1),onar=12,¢t =12 et s = —4, dont rt —s2>0etr>0: (1,1) est un minimum local, et il en

est de méme de (—1,—1). Pour déterminer si ce sont des minima globaux, on calcule
Fey) = f1L1) =2y — 4y 42 = (= )7+ (" = )7 +2(x—y)* 2 0,

et donc (1,1) est un minimum global. Il en est de méme de (—1,—1). On peut aussi utiliser une autre méthode
plus abstraite pour démontrer que f admet au moins un minimum global. En effet, limy|(, ||+ (x,y) = +oo
(car |xy| < x* +y? par exemple). Ainsi, il existe M > 0 tel que ||(x,y)|| > M = f(x,y) > 0. Sur la boule
fermée K = B(0,M), qui est un compact, la fonction f est continue, donc elle admet un minimum sur K
en (xo,y0) € K. Ceci signifie que pour tout (x,y) € K, on a f(x,y) > f(x0,y0). Puisque f(1,1) = —2 et que
f(x,y) > 0si (x,y) ¢ K, on sait que f(xo,y0) < 0. Mais du fait que f est positive sur le complémentaire de K,
on en déduit que, pour tout (x,y) € R, on a f(x,y) > f(xo,Y0). Ainsi, f admet au moins un minimum global.
Maintenant, un minimum global est un minimum local, donc (x,yo) doit &tre égal a (1,1) oua (—1,—1). On
conclut en remarquant que f(1,1) = f(—1,—1), et donc que ces deux points sont un minimum global pour f.

Correction de I’exercice 33 A
1. On commence par chercher les points critiques de f. On a
of

B af a2
g(x,y) =2xet afy(x,y) =3y

La fonction f admet donc un seul point critique qui est (0,0). Or, £(0,y) = y* et cette quantité est tantdt positive,
tantot négative suivant le signe de y, méme si y est trés proche de 0. Ainsi, (0,0) n’est pas un extrémum, et f
n’admet pas d’extrémum sur R?.

2. Commencons par calculer les dérivées partielles au premier ordre et au second ordre de f :

af .3 9f a2
g(x,y)—4x ) 7y<x7y)_3y 3
92 02 92
ijzc(x,y)znxz, axgy(x,y)ZQ ayf(x,y)=6y-

Un point (x,y) est critique si et seulement si x = 0 et y> = 1. Les deux points critiques de f sont donc A(0, 1)
et B(0,—1). En ces deux points, avec les notations habituelles, 7z — s> = 0. On a donc affaire & des points
dégénérés. Etudions plus précisément ce qui se passe en A(0, 1). Pour cela, on va faire un développement limité
en posant y = 1 + &, h proche de 0. On a alors

F14+hn) =x*+(1+h)?=3(1+h)—2=x*+1 4+ 31> -4,



Or, pour x et & proches de 0, *>0et3024+K >0 (au voisinage de 0, c’est le terme h? qui est prédominant).
Ainsi, si x et i sont proches de 0, on a

fx,1+h)>—4=f(0,1).

Ainsi, (0, 1) est un minimum local pour f. L’étude en (0, —1) est similaire, mais cette fois on doit poser y =
—1+4h. On a alors
flx,—1+h) =x* =32 + 1.

Cette fois, on remarque que f(x,—1) =x* >0 = f(0,—1) tandis que f(0,—1+h) = —3h*>+h> <0 si h est
assez petit. Ainsi, (0,—1) est un point selle. Par ailleurs, (0,1) n’est pas un minimum global. En effet, dans le
cas contraire, la fonction f serait minorée. Mais f(0,y) = y* — 3y —2 tend vers —oo si y tend vers —oo, et donc
la fonction f n’est pas minorée.

3. On fait le méme travail pour f :

O () = 32 412 O ) = 32 2
5, (0Y) =324y = 2xp, 8y(x,y)——3y +2yx —x
02 9> 02
f(x,y) = 6x+2y, / (x,y) =2y —2x, f(x,y) = —6y+2x.

ox2 dxdy

Si (x,y) est un point critique de f, on a nécessairement

9y?

3x2 +y? —2xy = 0.

Or,
3x2 4% —2xy =202 + (x —y)°,

et donc on a nécessairement x = 0 et y = 0 qui est effectivement un point critique. En ce point critique, on a
rt —s? = 0, on ne peut donc pas conclure directement avec les théoremes. L’étude ici est un peu plus difficile,
car les coordonnées x et y sont mélangées. On va regarder ce qui se passe sur une droite en remarquant que

f(21,1) =563

Ceci est négatif si t < 0 et positif si > 0, alors que f(0,0) = 0. Ainsi, (0,0) n’est pas un extrémum local de g,
qui n’admet donc aucun extrémum local, et a fortiori aucun extrémum global.

Correction de ’exercice 34 A

On commence par rechercher les points critiques de f. Soiti € {1,...,n}. Alors, pour tout x € R",
af "
=—(x)=2x4+2) x—1.
T
Ainsi, x est un point critique de f si et seulement si, pour tout i € {1,...,n},

n
2x+2) x—1=0.
k=1
En faisant la différence de deux telles équations, on trouve que, pour i 7 j, on doit avoir x; = x;. Reportant dans

chaque équation, on trouve
1

2(n+1)

et il est facile de vérifier que le point (1/2(n+1),...,1/2(n+ 1)) est un point critique de f. On va maintenant
étudier la matrice hessienne de f en ce point. Pouri € {1,...,n},ona

’f
8xl-2

Xi =

(x)=4



etpouri,j€{l,...,n} aveci# j,ona
’f B

8xl-8xj Y=

La matrice hessienne de fen (1/2(n+1),...,1/2(n+1)) est donc

2.

4 2 ... 2
M= 2

: oo 2

2 ... 2 4

On va étudier les valeurs propres de M pour prouver qu’elle est définie positive. Pour cela, on remarque que

A—4 -2 ... =2
-2
am(A) =
—2
-2 2 A—4
A—4—2(n—1) -2 2

= . L ateraoa

: -2
A—4—2(n—1) 2 A4
12 —2
—(A—d—2n-1)| P A4
-2
1 2 A—4
10 0
=(A—-4-2(n—1)) LA-2
0 . 0
1 0 A-2

=(A-4-2(n—-1)A-2)""".

Ainsi, les valeurs propres de M sont strictement positives, la matrice M est définie positive, et le point (1/2(n+
1),...,1/2(n+1)) est un minimum local de f.

Correction de ’exercice 35 A

1. Le domaine D est délimité par les deux paraboles d’équation y = 1 —x? et y = x> — 1. Son bord I"
comporte deux parties : la partie "haute", paramétrée par y = 1 —x?, —1 < x < 1, et la partie basse, paramétrée
pary=x*—1,-1<x<1.

2. Le domaine D est borné; c’est tres clair si on se réfere au dessin. Pour une preuve compléte, on peut
remarquer que si (x,y) € D, alors on doit avoir x> —1 < 1 —x?, et donc x> < 1 <= x € [—1,1]. Cela impose
ensuite y € [—1,1]. D est de plus clairement fermé. C’est une partie compacte de R? et f est une fonction
continue sur D. f admet donc un minimum et un maximum sur D.

3. Pour déterminer les points critiques de f, on calcule d’abord les dérivées partielles du premier ordre. On

trouve : of of
a5 - _ _ 9] oy 42
P (x,) 2xy+2x=2x(1—y)et 2y (x,y) =2y—x".

Un point (x,y) est un point critique si (x,y) = (0,0) ou si (x,y) est solution du systeéme

-y =0
2y = x%



On en déduit assez facilement que f admet trois points critiques qui sont (0,0), (—v/2,1) et (v/2,1). Remar-
quons que seul (0,0) est dans D.

4. On va étudier la paramétrisation du bord de D obtenue précédemment. Précisément, posons g(x) =
flx,1—x2), pour x € [~1,1] et h(x) = f(x,x> — 1) pour x € [—1,1]. Les études de g et i vont nous permettre
de déterminer les extrema de f sur I'. On a, apres simplifications,

glx) = 1—2x*+2x*
h(x) = 1.

I1 suffit donc d’étudier g, et par parité, on peut se restreindre a 1I’étudier sur [0, 1]. En calculant la dérivée, on
voit facilement que g est décroissante sur [0, 1/+/2] et est croissante sur [1/1/2,1]. De plus, g(0) = g(1) = 1 et
g(1/+/2) = 1/2. On en déduit que le minimum de f sur I" est 1/2, et son maximum est 1.

5. Les extrema de f sur D sont ou bien atteints sur le bord, ou bien atteints en un extrémum local de f
situé dans D, donc en un point critique de f dans D. Puisque f(0,0) = 0, on en déduit que f admet 0 comme
minimum sur D, et 1 comme maximum.

Correction de ’exercice 36 A

1. K est un ensemble fermé et borné (c’est un triangle). C’est donc une partie compacte de R?. De plus, la
fonction f étant polynomiale, elle est continue sur ce compact, donc elle y est majorée et elle atteint sa borne
supérieure. Le maximum peut étre atteint :

ou bien en un point du bord de K'; ou bien en un maximum local de f situé a I’intérieur de K.

Ici, on remarque que si (x,y) appartient a la frontiere de K, alors ou bien x = 0, ou bien y = 0, ou bien
x+y=1.Dans tous les cas, on a f(x,y) = 0 alors que f(1/4,1/4) > 0. Ainsi, le maximum ne peut &tre atteint
qu’en un point a I’intérieur de K. On cherche donc les points critiques de f. Pour cela, on calcule

d d
) =31~ 2v—y) et G () = a(1 —2—2y).

Un point critique situé a I'intérieur de K vérifie

1-2x—y = 0
I—-x—-2y = 0.

Le seul point critique situé a I’intérieur de K est donc (1/3,1/3). Comme un maximum local ne peut étre atteint
qu’en un point critique, c’est donc que f admet son maximum sur K en (1/3,1/3). Ce maximum est égal a
1/27.

2. ou bien en un point du bord de K ;

3. ou bien en un maximum local de f situé a I'intérieur de K.

4. Le début du raisonnement est tout a fait similaire. Ensuite, on remarque que

Z(x,y) =143 >0.

Ainsi, f ne peut pas admettre de point critique, et donc le maximum de f sur K ne peut étre atteint qu’en
un point du bord de K. Il suffit ensuite d’étudier le comportement de f sur le bord de K. On a d’une part
f(x,0) = x+x> qui atteint son maximum en (1,0), maximum valant 2. On a ensuite f(x,1) =x+x>, qui atteint
son maximum valant 2 en (1,1). On a ensuite f(0,y) = —y+y> <2siy€ [0,1], et f(1,y) =2—y+y> <2.
Ainsi, le maximum de f sur K est égal a 2.

5. Le début du raisonnement est identique. On cherche ensuite les points critiques appartenant a I’intérieur
de K, ’ouvert U =]0, 7t /2[* en remarquant que

af

. af .
a(x,y) = sinysin(2x+y) et a—y(x,y) = sinxsin(x+2y)

(on a utilisé la célebre formule sin(a +b) = sinacosb +sinbcosa). Un point (x,y) de U est un point critique si

et seulement si on a
sin2x+y) = 0
sin(x+2y) = 0.



Puisque x+ 2y €]0,37/2[, on a nécessairement

2x+y =@

x+2y = m.
Ainsi, le point (7/3,7/3) est le seul point critique de f dans U.On a f(n/3,7/3) = %. On étudie maintenant
f sur le bord de K, ie on étudie f(0,7), f(¢,0), f(m/2,t) et f(t,m/2) pour ¢t € [0,7/2]. On remarque que
f(0,7) = f(¢,0) = 0 et par symétrie du rdle joué par x et y, on peut se restreindre a 1’étude de f(7/2,t). Mais,

1
f(m/2,t) = sintsin(t + w/2) = sintcost = 3 sin(21),

dont le maximum pour ¢ € [0,7/2] vaut 1/2. Comme 5 < %

la valeur %.

, on en déduit que f admet pour maximum sur K

Correction de I’exercice 37 A

1. On commence par remarquer que [0, 1]” est une partie fermée de R”. De plus, G, = {x € [0,1]7 : x; +
etx, =1} = g;l ({1}), avec gp(x) =x1 +--- +x,, est aussi fermé, comme image réciproque d’un fermé par
une application continue. Puisque K, = [0, 1]” N G, est I'intersection de deux fermés, c’est un fermé. D’autre
part, K, est borné dans I’espace vectoriel de dimension finie R? : ainsi, K}, est une partie compacte. Comme f,,
est continue sur K, a valeurs dans R, elle est minorée et atteint son minimum.

2.Siy € L,, alors la restriction de f, a L, admet un minimum local en y. De plus, pour tout x €]0, 1[7,
ona Vg,(x) = (1,...,1) # 0. Par le théoréme d’optimisation sous contraintes, il existe A € R tel que, pour

i=1,...,p,

9 ()= 2%
Xi Xi
La fonction ¢ — nt"~! étant injective (car strictement croissante) sur 10, 1], toutes les coordonnées de y sont
égales et puisque y; +---+y, = 1, ondoit avoiry; = 1 /ppouri=1,...,p.

3. Soity € K, tel que fo(y) =my. Siy € Ly,onay; =y, =1/2etdonc f(y) =1/4.Siy ¢ Ly, alors on a
yi=0ety, =1ouy; =1ety, =0.Dans les deux cas, f>(y) =1 > 1/4. On a donc bien prouvé que f, atteint
son minimum en (1/2,1/2) et que my = 1/4.

4. Soit p > 3. Supposons le résultat démontré au rang p — 1 (il est vrai au rang 2) et prouvons-le au rang p.
Soity € K, tel que f,(y) =m,.Siy€ Ly, alorsy; =---=y,=1/pet f,(y,) = (1/p)". Siy ¢ L,, alors un des
yi, disons y,, est égal a 0 ou 1. Mais si y, = 1, alors f,(y) = 1> (1/p)". Siy, =0, alors

() = n =1

i

FrOts-syp) = fo1 0155 yp—1) 2 mp_1 > (1/p)"

puisque (y1,...,¥p—1) € Kp,—1. Ainsi, f, ne peut pas atteindre son minimum sur le bord de K, et on a bien

mp = (1/p)".
5. Notons, pouri = 1,...,p, x; = P(X; = i) (ceci ne dépend pas de j € {1,...,n}. Alors on a

=/ (x)
avec x = (xy,...,x,) €K »- D’apres les résultats précédents,

PO = =X,) = (1/p)"



Correction de I’exercice 38 A
Notons x,y et z les trois dimensions de la boite. Son volume est donc xyz = 0,5. On désire minimiser la
fonction

f(x,y,2) = xy+2xz+ 2yz

(on a enlevé la face du dessus). Remplagant z par 1/2xy, on doit donc chercher le minimum de la fonction de
deux variables

1 1
gxy) =xy+—+—
Xy
sur I’ouvert U =0, 4o00[x]0, +oo[. Les dérivées partielles de g sont

dg 1 . dg 1

— =y——et=—=x——.

x0T 2 dy y?
On vérifie alors sans peine que le seul point critique de g sur I’ouvert U est (1,1). Reste maintenant a prouver
que g admet bien un minimum global en (1, 1) sur U. Pour cela, on peut remarquer que g(1,1) = 3. De plus, si
x<1/3o0uy<1/3,alors g(x,y) >3 =g(1,1). On en déduit que

inf{g(x,y); (x,y) € U} =inf{g(x,y); (x,y) € A}

o A= {(x,y) € R? x> 1/3ety>1/3}. Mais de plus, si (x,y) € A vérifie x >3 ouy > 3, alors g(x,y) >3 =
g(1,1). On en déduit que
inf{g(x,y); (x,y) € U} = inf{g(x,y); (x,y) € K}

ou K =[1/3,3] x [1/3,3]. Or K est compact et g est continue sur K, donc on sait que g admet un minimum
sur K. Ce minimum sur K est aussi le minimum de g sur U. Or, g ne peut admettre qu’un minimum en un
point critique. Donc g admet un minimum en (1, 1). Ceci signifie que les trois dimensions sont x =1,y = 1 et
z=1/2.

Correction de ’exercice 39 A

Notons g(x,y) =x>+y* +x+y—4et G={(x,y) € R?; g(x,y) = 0}. On commence par calculer les diverses
dérivées partielles :
af af

d d
== = ayexp(axy), oy = axexp(axy), 28 32 11et 28 =

2
dx ox dy 3+l

En un point (x,y) de G ou f atteint un extrémum (sur G), les différentielles sont proportionnelles. On en déduit
que
ayexp(axy)  axexp(axy)
3x24+1 3241

ce qui entraine 3y’ +y = 3x® 4 x. La fonction ¢ — 3¢3 4 ¢ étant strictement croissante, on en déduit que I’on a
nécessairement x = y. Il vient x> 4 x — 2 = 0, dont la seule racine réelle est x = 1. Il faut maintenant étudier ce
qui se passe en (1,1). Y-a-t-il un extrémum ? Est-ce un minimum ? Un maximum ? En fait, il suffit de remarquer
qu’en les points de x* 4y 4+ x4y —4 = 0 pour lesquels |x| est grand, alors |y| est grand lui aussi, mais x et y
sont de signe opposés. Autrement dit,

lim fxvy =0.
H(ny)\Her,(X,y)eG( )

Ainsi, par compacité, la fonction admet forcément un maximum qui est atteint en (1,1).

Correction de I’exercice 40 A
1. On commence par remarquer que I est compact. En effet, I est clairement fermé. De plus, pour (xi,...,x,) €
R%, on a ||(x1,...,%)|[1 =x1+---+x, <1, et donc I" est borné. C’est une partie compacte de R" et f, qui




est continue sur I', admet un maximum global sur I, atteint en a. De plus, puisque f(xi,...,x,) s’annule si un
des x; est nul, il est clair que a €]0,+oo[". Posons g(x) = xj + - -- + x,. Par le théoréme des extrema liés (ou

d’optimisation sous contraintes), il existe A € R tel que, pour touti € {1,...,n},ona
af g
——(a)=A==>(a) =A.
o (a) =2+ . (a)
Or,
af f(a)
W=
Puisque f(a) # 0,o0na A # 0 et tous les a; sont égaux (a f(a)/A). Mais, puisque a; + - - +a, = 1, on en déduit
que f atteint son maximum sur I" en le point (1/n,...,1/n). Ce maximum vaut 1/n".
2. La question précédente prouve que, si (xi,...,x,) € [0, 4oo[" satisfait x; +--- +x, = 1, alors
. x;/n < L L?lei.
n n

i=1
Dans le cas général, on se ramene a ceci en posant

=2
i~ yn )
i=1%i

qui vérifie x} +---+x], = 1. De H,’f:lx;l/ " <1 on déduit I'inégalité demandée.

= >

Correction de ’exercice 41 A

1. L’ensemble X,, est une partie fermée de [0, 1)", puisque I'image réciproque du fermé {1} par la fonction

continue g(xy,...,x,) = x| + -+ +x,. Puisque [0, 1]" est compact, X,, est compact et comme f,, est une fonction
continue sur [0, 1], f, admet un maximum sur X,,.
2. Soit x = (x1,...,X,) un point ol le maximum est atteint. On distingue trois cas :

Soit tous les x; sont dans |0, 1]. Posons alors

Y, ={(1,---,yn) €0, 1" y1+--- 4y, = 1}.

Alors f,y, admet un maximum en x. Or, la fonction f est différentiable sur 10, 1[", et son gradient en x =
(x1,...,X,) vaut
Vf(x)=—(In(x;)+1,...,In(x,) + 1)

(on a utilisé que la dérivée de xIn(x) est In(x) + 1). De plus,
Yo ={y €0, 1[" g(y) = 1}.

La fonction g est différentiable sur |0, 1[" et son gradient en x = (xy,...,x,) vaut

D’apres le théoréme d’optimisation a contraintes, il existe A € R tel que Vf(y) = AVg(y). Ceci entraine en
particulier que, pour tout i = 1,...,n, on a —In(x;) — 1 = A4 et donc, par injectivité de la fonction logarithme,
que tous les x; sont égaux. Puisque leur somme fait 1, on a x; = 1 /n pour tout i = 1,...,n et f(xy,...,x,) =
—nx 11n(1/n) = In(n). Soit un des x; au moins est nul. Mais alors, quitte & permuter I’ordre des variables, il
existe p € [I,n—1]tel que x; #0si 1 <i<petx,y =--- =x, =0. Mais alors

fn(xla"',xn) :fp(x17"'axp) < gé?(xfp(y)

Soit un des x; vaut 1. Mais alors tous les autres x; sont égaux a 0 et on est ramené au cas précédent.
3. Soit tous les x; sont dans ]0, 1[. Posons alors

Yo ={1s---,yn) €0, 1" y1+-- -4y, =1}



Alors f,y, admet un maximum en x. Or, la fonction f est différentiable sur ]0,1[", et son gradient en x =
(x1,...,%,) vaut
Vf(x) =—(In(x;)+1,...,In(x,) + 1)

(on a utilisé que la dérivée de xIn(x) est In(x) + 1). De plus,
Yo ={y €]0,1[": g(y) = 1}.

La fonction g est différentiable sur |0, 1[" et son gradient en x = (xy,...,x,) vaut

D’apres le théoréme d’optimisation a contraintes, il existe A € R tel que Vf(y) = AVg(y). Ceci entraine en
particulier que, pour tout i = 1,...,n, on a —In(x;) — 1 = A et donc, par injectivité de la fonction logarithme,
que tous les x; sont égaux. Puisque leur somme fait 1, on a x; = 1 /n pour tout i = 1,...,n et f(xy,...,x,) =
—nx 1n(1/n) = In(n).

4. Soit un des x; au moins est nul. Mais alors, quitte 2 permuter ’ordre des variables, il existe p € [1,n— 1]
telquex; Z0si1 <i<petx,.| =---=x,=0. Mais alors

fo(xt, 0 x0) = fp(xr,...,xp) <max fp(y).
YEX,
5. Soit un des x; vaut 1. Mais alors tous les autres x; sont égaux a 0 et on est ramené au cas précédent.
6. On va démontrer ce résultat par récurrence forte sur n. Le résultat est clairement vrai pour n = 1. Soit
n > 2 et supposons que le résultat est vrai pour tout p=1,...,n— 1. Alors on a

max(f,(x) : x € X;;) < max (ln(n),prgell}] (max(f,(y): y€ Xp)))

< max (ln(n), max, ln(p))
p<n—

<In(n).

De plus, f,(1/n,...,1/n) =1n(n) et donc on a bien max(f,(x) : x € X;;) = In(n). En élaborant un peu plus la
démonstration, on peut vérifier que le maximum n’est atteint qu’en le point (1/n,...,1/n).
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